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Abstract: In this paper, we investigated relationships between the Fibonacci, Lucas,Padovan numbers and 1-factors of some bipartite
graphs with upper Hessenberg adjacency matrix. We calculated permanent of these upper Hessenberg matrices by contraction method
and show that their permanents are equal to elements of the Fibonacci, Lucas and Padovan numbers. At the end of the paper, we give
some Maple 13 procedure in order to calculate numbers of 1-factors ofabove-mentioned bipartite graphs.
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1 Introduction

The well-knownFibonacci sequence{Fn} is defined by
the recurrence relation, forn> 2

Fn = Fn−1+Fn−2,

whereF1 = F2 = 1.
The well-knownLucas sequence{Ln} is defined by

the recurrence relation, forn> 2

Ln = Ln−1+Ln−2,

whereL1 = 1,L2 = 3.
The Padovan sequence{Pn} is defined by the

recurrence relation, forn> 2

Pn = Pn−2+Pn−3,

whereP0 = P1 = P2 = 1 [1].
The first few values of these sequences are given

below:

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 · · ·
Fn 0 1 1 2 3 5 8 13 21 34 55 · · ·
Ln 2 1 3 4 7 11 18 29 47 76 123 · · ·
Pn 1 1 1 2 2 3 4 5 7 9 12 · · · .

The permanentof an n-square matrixA = [ai j ] is
defined by

perA= ∑
σεSn

n

∏
i=1

aiσ(i)

where the summation extends over all permutationsσ
of the symmetric groupSn.

Let A= [ai j ] be anm×n real matrix with row vectors
r1, r2, ..., rm. We sayA is contractible on column (resp.
row) k if column (resp. row)k contains exactly two
nonzero entries. SupposeA is contractible on columnk
with aik 6= 0 6= a jk and i 6= j. Then the(m−1)× (n−1)
matrix Ai j :k obtained fromA by replacing rowi with
a jkr i +aikr j and deleting rowj and columnk is called the
contraction ofA on columnk relative to rowsi and j. If A
is contractible on rowk with aki 6= 0 6= ak j andi 6= j, then

the matrixAk:i j =
[

AT
i j :k

]T
is called thecontractionof A

on rowk relative to columnsi and j. We say thatA can be
contracted to a matrixB if either B = A or there exist
matricesA0,A1, ...,At (t ≥ 1) such thatA0 = A, At = B,
and Ar is a contraction ofAr−1 for r = 1, ..., t. One can
find the following fact in [2]: Let A be a nonnegative
integral matrix of ordern for n > 1 and let B be a
contraction ofA. Then

perA= perB. (1)

It is known that there are a lot of relations between
permanents of matrices and well-known number
sequences. For example, in [3], Minc defines generalized
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Fibonacci numbers of orderr as

f (n, r) =















0 if n< 0,

1 if n= 0,
r
∑

k=1
f (n−k, r) if n> 0.

Minc also defines then×n super-diagonal(0,1)−matrix
F (n, r) = [ fi j ], where

fi j =

{

1 if −1≤ j − i ≤ r −2,
0 otherwise,

and proves thatper(F (n, r)) = f (n, r −1) .
In [4], the authors denote the matrixF (n, r) in [3] as

F
(n,k) and obtain permanent of this matrix, the same result

in [3, Theorem 2], by applying contraction to the matrix
F

(n,k).
In [5], Kilic defines then×n super-diagonal(0,1,2)-

matrixS(k,n) as:

S(k,n) =































2 1 · · · 1 0 · · · 0

1 2 1 . . . 1
...

...

0 1 2 1 . . .
.. . 0

...
...

. . .
. . .

. . . 1
...

...
. . .

. . .
.. .

...
...

. . .
. . .

.. . 1
0 · · · · · · · · · 0 1 2































and proves that the permanent ofS(k,n) equals to the
(n+1)th generalizedk-Pell number.

In [6], authors define then−square(0,1)−matrix as

H(n) =





















1 1 1 0 · · · · · · 0
1 0 1 1

1 0 1 1
...

...
.. .

. .. 0
1 0 1 1

0 1 0 1
1 0





















,

and by using contraction method, they obtainperH(n) =
Pn−2, wherePn is thenthPadovan number.

A bipartite graphG is a graph whose vertex set V can
be partitioned into two two subsetsV1 andV2 such that
every edge ofG joins a vertex inV1 and a vertex inV2. A
1−factor (or perfect matching) of a graph with 2n vertices
is a spanning subgraph ofG in which every vertex has
degree 1. The enumeration or actual constuction of
1−factors of a bipartite graph has many applications, for
example, in maximal flow problems and in assignment
and scheduling problems. LetA(G) be adjacency matrix
of the bipartite graphG, and letµ(G) denote the number
of 1−factors ofG. Then, one can find the following fact

in [7]: µ(G) =
√

perA(G). Also, one can find more
applications of permanents in [7].

Let G be a bipartite graph whose vertex set
V is partitioned into two subsetsV1 and V2 such that
|V1| = |V2| = n. We construct thebipartite adjacent
matrix B(G) = [bi j ] of G as following:
bi j = 1 if and only if G contains an edge fromvi ∈ V1 to
v j ∈ V2, and otherwise. Then, in [7], the number of
1−factors of bipartite graphG equals the permanent of its
bipartite adjaceny matrix.

In [8], Lee defines bipartite adjacency matrix of
bipartite graph G(L (n,k)) the following way:

Let S(k)n = [si j ] be then× n (0,1)−matrix defined by
si j = 1 if and only if −1 ≤ j − i ≤ k − 1. For

k < n, L
(n,k) = S(k)n − ∑k

j=2E1 j + E1k+1, where
Ei j denotes then× n matrix with 1 in the(i, j) position
and zeros elsewhere. Clearly,

(n,k)
L =



























1 0 0 · · · 0 1 0 0 0 · · · 0
1 1 1 · · · 1 1 0 0 0 · · · 0
0 1 1 · · · 1 1 1 0 0 · · · 0
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 · · · 0 1 1 1 · · · 1 1 1 0
0 · · · · · · 0 1 1 1 · · · 1 1 1
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 · · · · · · · · · · · · · · · · · · 0 1 1 1
0 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 0 1 1



























,

and he also shows that the numbers of 1−factors of
G(L (n,2)) and G(L (n,k)) is Ln−1 and l (k)n−1, where

Ln and l (k)n are nth Lucas and k−Lucas numbers,
respectively.

In [9], the authors define bipartite adjacency matrices
of G(Vn) andG(Wn) bipartite graphs as follows:

Vn =

























1 1 1 1 1 · · · 1
1 1 1 0 0 · · · 0
0 1 1 1 0 · · · 0
...

...
...

. . .
. . .

. . .
...

...
. . .

. . .
. . .

. . . 0
...

...
.. .

. . . 1
0 · · · · · · · · · 0 1 1

























, Wn =

























1 0 1 1 1 · · · 1
1 1 1 1 0 · · · 0
0 1 1 1 0 · · · 0

0 0 1 1 1
...

...
...

.. .
. . .

.. .
.. . 0

...
...

.. .
.. . 1

0 · · · · · · · · · 0 1 1

























and they show that the numbers of 1−factors of
G(Vn) andG(Wn) are∑n

i=0Fi and∑n−2
i=0 Li , respectively. In

other words,perVn = ∑n
i=0Fi , perWn = ∑n−2

i=0 Li .

In [10], the authors define families of square matrices
such that (i) each matrix is the adjacency matrix of a
bipartite graph; and (ii) the permanent of the matrices are
the generalized order−k Lucas numbers and a sum of
consecutive generalized order−k Fibonacci or Lucas
numbers.

In this paper, we give families of (0,1) upper
Hessenberg matrices such that each of these matrices is
the bipartite adjacent matrix corresponding to a bipartite
graph and then we show that the permanents of these
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matrices are equal to the well-known Fibonacci, Lucas
and Padovan sequences. At the end of this paper, we give
some Maple 13 procedures in order to calculate the
numbers of 1-factors of bipartite graphs mentioned above.

2 Main Results

In this section, we consider a class of bipartite graphs.
Then we show that the numbers of 1-factors of the graphs
equal to Fibonacci, Lucas and Padovan numbers.

Let Un = [ui j ] be the n−square (0,1) upper
Hessenberg matrix defined by

Un =























1 0 1 0 · · · 1 0 1 · · · · · · · · · · · ·
1 1 0 1 0 · · · 1 0 1 · · · · · · · · ·
0 1 1 0 1 0 · · · 1 0 1 · · · · · ·
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 · · · 0 1 1 0 1 0 · · · 1 0 1
0 · · · · · · 0 1 1 0 1 0 · · · 1 0
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 0 1 1























(2)

where

ui j =







1 if j − i =−1,
1 if i ≤ j and j − i ≡ 0 (mod2) ,
0 otherwise.

.

Theorem 2.1. Let G(Un) be the bipartite graph with
bipartite adjacency matrixUn as in (2) for n≥ 3. Then the
number of 1−factors ofG(Un) is Fn.

Proof. If n= 3, then we get

perU3 =





1 0 1
1 1 0
0 1 1



= 2= F3. (3)

Let U p
n be the pth contraction of

Un, 1≤ p≤ n−2. Since the matrixUn can be contracted
on column 1, we get

U1
n =























1 1 1 1 · · · 1 1 1 · · · · · · · · · · · ·
1 1 0 1 0 · · · 1 0 1 · · · · · · · · ·
0 1 1 0 1 0 · · · 1 0 1 · · · · · ·
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 · · · 0 1 1 0 1 0 · · · 1 0 1
0 · · · · · · 0 1 1 0 1 0 · · · 1 0
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 0 1 1























.

Since the matrixU1
n can be contracted on column 1,F2 = 1

andF3 = 2, we write

U2
n =























2 1 2 1 · · · 2 1 2 · · · · · · · · · · · ·
1 1 0 1 0 · · · 1 0 1 · · · · · · · · ·
0 1 1 0 1 0 · · · 1 0 1 · · · · · ·
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 · · · 0 1 1 0 1 0 · · · 1 0 1
0 · · · · · · 0 1 1 0 1 0 · · · 1 0
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 0 1 1























=























F3 F2 F3 F2 · · · F3 F2 F3 · · · · · · · · · · · ·
1 1 0 1 0 · · · 1 0 1 · · · · · · · · ·
0 1 1 0 1 0 · · · 1 0 1 · · · · · ·
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 · · · 0 1 1 0 1 0 · · · 1 0 1
0 · · · · · · 0 1 1 0 1 0 · · · 1 0
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 0 1 1























.

Furthermore, if the matrixU2
n can be contracted on column

1, we write

U3
n =























F4 F3 F4 F3 · · · F4 F3 F4 · · · · · · · · · · · ·
1 1 0 1 0 · · · 1 0 1 · · · · · · · · ·
0 1 1 0 1 0 · · · 1 0 1 · · · · · ·
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 · · · 0 1 1 0 1 0 · · · 1 0 1
0 · · · · · · 0 1 1 0 1 0 · · · 1 0
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 0 1 1























.

Continuing this process, we get

U p
n =























Fp+1 Fp Fp+1 Fp · · · Fp+1 Fp Fp+1 · · · · · · · · · · · ·
1 1 0 1 0 · · · 1 0 1 · · · · · · · · ·
0 1 1 0 1 0 · · · 1 0 1 · · · · · ·
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 · · · 0 1 1 0 1 0 · · · 1 0 1
0 · · · · · · 0 1 1 0 1 0 · · · 1 0
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 0 1 1























,

for 3≤ p≤ n−4. Hence,

Un−3
n =





Fn−2 Fn−3 Fn−2
1 1 0
0 1 1



 ,

which, by contraction ofUn−3
n on column 1, gives

Un−2
n =

[

Fn−2+Fn−3 Fn−2
1 1

]

=

[

Fn−1 Fn−2
1 1

]

.

By applying (1), we getperUn = perU(n−2)
n = Fn and the

proof is completed.
Example 2.1. Let the matrixU3, as in (3), be bipartite

adjacency matrix of the graphG(U3). Then, bipartite
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graphG(U3) can be seen as:

and its 1-factors can be seen as:

Let Vn = [vi j ] be the n−square (0,1) upper
Hessenberg matrix defined as the following form:

Vn =

















1 1 1 · · · · · · · · · · · · 1
1 0 1 · · · 0 1 · · · · · ·
0 1
0 0 U(n−2)
...

...
0 0

















. (4)

Theorem 2.2. Let G(Vn) be the bipartite graph with
bipartite adjacency matrixVn as in (4) for n≥ 3. Then the
number of 1−factors ofG(Vn) is Ln−1.

Proof. If n= 3, then we get

perV3 =





1 1 1
1 0 1
0 1 1



= 3= L2. (5)

Let Vr
n be therth contraction ofVn for 1 ≤ r ≤ n−

2. Since the matrixVn can be contracted on column 1, we
get

V1
n =



























1 2 1 2 · · · 1 2 1 · · · · · · · · · · · ·
1 1 0 1 0 · · · 1 0 1 · · · · · · · · ·
0 1 1 0 1 0 · · · 1 0 1 · · · · · ·
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
... · · · 0 1 1 0 1 0 · · · 1 0 1
... · · · · · · 0 1 1 0 1 0 · · · 1 0
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 0 1 1



























.

Since the matrixV1
n can be contracted on column 1,L1 = 1

andL2 = 3, we write

V2
n =























3 1 3 1 · · · 3 1 3 · · · · · · · · · · · ·
1 1 0 1 0 · · · 1 0 1 · · · · · · · · ·
0 1 1 0 1 0 · · · 1 0 1 · · · · · ·
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 · · · 0 1 1 0 1 0 · · · 1 0 1
0 · · · · · · 0 1 1 0 1 0 · · · 1 0
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 0 1 1























=



























L2 L1 L2 L1 · · · L2 L1 L2 · · · · · · · · · · · ·
1 1 0 1 0 · · · 1 0 1 · · · · · · · · ·
0 1 1 0 1 0 · · · 1 0 1 · · · · · ·
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
... · · · 0 1 1 0 1 0 · · · 1 0 1
... · · · · · · 0 1 1 0 1 0 · · · 1 0
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 0 1 1



























.

Furthermore, if the matrixV2
n can be contracted on column

1, we write

V3
n =























L3 L2 L3 L2 · · · L3 L2 L3 · · · · · · · · · · · ·
1 1 0 1 0 · · · 1 0 1 · · · · · · · · ·
0 1 1 0 1 0 · · · 1 0 1 · · · · · ·
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 · · · 0 1 1 0 1 0 · · · 1 0 1
0 · · · · · · 0 1 1 0 1 0 · · · 1 0
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 0 1 1























.

Continuing this process, we get

Vr
n =























Lr Lr−1 Lr Lr−1 · · · Lr Lr−1 Lr · · · · · · · · · · · ·
1 1 0 1 0 · · · 1 0 1 · · · · · · · · ·
0 1 1 0 1 0 · · · 1 0 1 · · · · · ·
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 · · · 0 1 1 0 1 0 · · · 1 0 1
0 · · · · · · 0 1 1 0 1 0 · · · 1 0
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 0 1 1























,

for 3≤ r ≤ n−4. Hence,

Vn−3
n =





Ln−3 Ln−4 Ln−3
1 1 0
0 1 1



 ,

which, by contraction ofVn−3
n on column 1, gives

Vn−2
n =

[

Ln−3+Ln−4 Ln−3
1 1

]

=

[

Ln−2 Ln−3
1 1

]

.

By applying (1), we getperVn = perV(n−2)
n = Ln−1 and the

proof is completed.
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Example 2.2. Let the matrixV3, as in (5), be bipartite
adjacency matrix of the graphG(V3). Then, bipartite graph
G(V3) can be seen as:

and its 1-factors can be given as:

Let Wn = [wi j ] be the n−square (0,1) upper
Hessenberg matrix defined by

Wn=



























1 1 1 1 1 1 · · · 1 1 1 · · · · · · · · · · · ·
1 0 1 0 0 1 0 · · · 0 1 0 · · · · · · · · ·
0 1 0 1 0 0 1 0 · · · 0 1 0 · · · · · ·
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 · · · 0 1 0 1 0 0 1 0 · · · 0 1 0
0 · · · · · · 0 1 0 1 0 0 1 0 · · · 0 1
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 0 1 0 1
0 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 0 1 0



























,

(6)
where

wi j =











1 if i = 1,
1 if j − i =−1,
1 if j ≥ i and j − i ≡ 1 (mod3) ,
0 otherwise.

Theorem 2.3. Let G(Wn) be the bipartite graph with
bipartite adjacency matrixWn as in (6) for n≥ 3. Then the
number of 1−factors ofG(Wn) is Pn.

Proof. If n= 5, then we get

perW5 =











1 1 1 1 1
1 0 1 0 1
0 1 0 1 0
0 0 1 0 1
0 0 0 1 0











= 3= P5. (7)

Let Wt
n be thetth contraction ofWn, 1≤ t ≤ n−2. Since

the matrixWn can be contracted on column 1, we get

W1
n =



























1 2 1 1 2 1 · · · 1 2 1 · · · · · · · · · · · ·
1 0 1 0 0 1 0 · · · 0 1 0 · · · · · · · · ·
0 1 0 1 0 0 1 0 · · · 0 1 0 · · · · · ·
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 · · · 0 1 0 1 0 0 1 0 · · · 0 1 0
0 · · · · · · 0 1 0 1 0 0 1 0 · · · 0 1
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 0 1 0 1
0 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 0 1 0



























.

Since the matrixW1
n can be contracted on column 1, we

write

W2
n =



























2 2 1 2 2 1 · · · 2 2 1 · · · · · · · · · · · ·
1 0 1 0 0 1 0 · · · 0 1 0 · · · · · · · · ·
0 1 0 1 0 0 1 0 · · · 0 1 0 · · · · · ·
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 · · · 0 1 0 1 0 0 1 0 · · · 0 1 0
0 · · · · · · 0 1 0 1 0 0 1 0 · · · 0 1
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 0 1 0 1
0 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 0 1 0



























.

Furthermore, since the matrixW2
n can be contracted on

column 1,P3 = P4 = 2 andP5 = 3, we can write

W3
n =



























2 3 2 2 3 2 · · · 2 3 2 · · · · · · · · · · · ·
1 0 1 0 0 1 0 · · · 0 1 0 · · · · · · · · ·
0 1 0 1 0 0 1 0 · · · 0 1 0 · · · · · ·
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 · · · 0 1 0 1 0 0 1 0 · · · 0 1 0
0 · · · · · · 0 1 0 1 0 0 1 0 · · · 0 1
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 0 1 0 1
0 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 0 1 0



























=



























P4 P5 P3 P4 P5 P3 · · · P4 P5 P3 · · · · · · · · · · · ·
1 0 1 0 0 1 0 · · · 0 1 0 · · · · · · · · ·
0 1 0 1 0 0 1 0 · · · 0 1 0 · · · · · ·
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 · · · 0 1 0 1 0 0 1 0 · · · 0 1 0
0 · · · · · · 0 1 0 1 0 0 1 0 · · · 0 1
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 0 1 0 1
0 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 0 1 0



























.

Continuing this process, we get

Wt
n =



























Pr+1 Pr+2 Pr Pr+1 Pr+2 Pr · · · Pr+1 Pr+2 Pr · · · · · · · · · · · ·
1 0 1 0 0 1 0 · · · 0 1 0 · · · · · · · · ·
0 1 0 1 0 0 1 0 · · · 0 1 0 · · · · · ·
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 · · · 0 1 0 1 0 0 1 0 · · · 0 1 0
0 · · · · · · 0 1 0 1 0 0 1 0 · · · 0 1
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 0 1 0 1
0 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 0 1 0



























,

for 3≤ r ≤ n−4. Hence,

Wn−3
n =





Pn−2 Pn−1 Pn−3
1 0 1
0 1 0



 ,
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which, by contraction ofWn−3
n on column 1, gives

Wn−2
n =

[

Pn−1 Pn−2+Pn−3
1 0

]

=

[

Pn−1 Pn
1 0

]

.

By applying (1), we getperWn = perW(n−2)
n = Pn and the

proof is completed.
Example 2.3. Let the matrixW3, as in (7), be bipartite

adjacency matrix of the graphG(W3). Then, bipartite
graphG(W3) can be seen as:

and its 1-factors can be given as:

3 Conclusion

We showed that numbers of 1-factors of some bipartite
graphs are equal to the well-known Fibonacci, Lucas and
Padovan numbers.

Appendix A. The following procedure calculates the
number of 1−factors of bipartite graphG(Un) given in
Theorem 1.

restart:
with(LinearAlgebra):
permanent:=proc(n)
local i,j,p,u,U;

u:=(i,j)->piecewise(j>=i and j-i mod 2
=0,1,i-j=1,1,0);

U:=Matrix(n,n,u):
for p from 0 to n-2 do
print(p,U):
for j from 2 to n-p do
U[1,j]:=U[2,1]*U[1,j]+U[1,1]*U[2,j]:
od:
U:=DeleteRow(DeleteColumn(Matrix(n-p,n-

p,U),1),2):
od:
print(p,eval(U)):
end proc:with(LinearAlgebra):
permanent( );

Appendix B. The following procedure calculates the
number of 1−factors of bipartite graphG(Vn) given in
Theorem 2.

restart:
with(LinearAlgebra):
permanent:=proc(n)
local i,j,r,v,V;
v:=(i,j)->piecewise(i=1,1,i=2 and j mod 2 =1,1,i>2

and j>=i and j-i mod 2 =0,1,i-j=1,1,0);
V:=Matrix(n,n,v):
for r from 0 to n-2 do
print(r,V):
for j from 2 to n-r do
V[1,j]:=V[2,1]*V[1,j]+V[1,1]*V[2,j]:
od:
V:=DeleteRow(DeleteColumn(Matrix(n-r,n-

r,V),1),2):
od:
print(r,eval(V)):
end proc:with(LinearAlgebra):
permanent( );

Appendix C. The following procedure calculates the
number of 1−factors of bipartite graphG(Wn) given in
Theorem 3.

restart:
with(LinearAlgebra):
permanent:=proc(n)
local i,j,t,w,W;
w:=(i,j)- >piecewise(i=1,1,j>=i and j-i mod 3 =1,1,i-

j=1,1,0);
W:=Matrix(n,n,w):
for t from 0 to n-2 do
print(t,W):
for j from 2 to n-t do
W[1,j]:=W[2,1]*W[1,j]+W[1,1]*W[2,j]:
od:
W:=DeleteRow(DeleteColumn(Matrix(n-t,n-

t,W),1),2):
od:
print(t,eval(W)):
end proc:with(LinearAlgebra):
permanent( );
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